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Clasaa Vl-a

1. Fie numerele naturale nenule a, b, ¢, X, y, z astfel incat bcx+acy —abz =0 si
(a.b)=1(b.c)=1(c.a)=1. Aritati ca a’b’c’ divide (x*+a’)-(y*+b?)-(z* +c?).

2. Numerele x + y, y + z, z + x sunt direct proportionale cu numerele
4,6, 8.

. . Xy+txz+yz
a) Aflati valoarea raportului H
’ x“+y“+z

b) Dacia,b,c € {1,2,...,9},a # b # ¢ # a, sa se determine valorile maxime

. . axy+bxz+cyz
s1 minime ale raportului ————
’ x“+y“+z

3. Fie unghiul xXOY si numerele naturale distincte a,b. Pe (OX consideram in
ordine punctele A, A,, A,,...astfel incat OA = AA, =AA, =..=a. Pe (OY
consideram in ordine punctele B, B,,B,,...astfel incat OB,=BB, =B,B,=...=b .

a) Aratati ca existd Ae{A,A,A,A,...} si B€{B,B,,B;,B,,..} astfel incat
triunghiul OAB este isoscel.

b) Aritati cd exista A Ce{A,A,, A,A,,..}si B,De{B,B, B,,B,,..} astfel incat
AOAD = AOBC.

4. Pe dreapta d, se considera punctele 0, A, B, C, D, E, F in aceasta ordine, astfel

incat AB = 204, B este mijlocul lui [AC], C este mijlocul lui [BD], D este
mijlocul lui [BE] si E este mijlocul lui [BF].
Sa se arate ca:

a) segmentele ([AE], [CD]), respectiv ( [AD], [BC]) au acelasi mijloc;
b) £ + ﬂ + E % E
BE AD EF  DE~ OE’

Nota

e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 i 10 (1 punct din oficiu).

e Timp de lucru: 2 ore



Solutii clasa a VI-a:

1. Din bex=a-(bz—cy) rezultd a/bex si cum (a,b)=1(a,c)=1 obtinem

alx<x=a-a,a eN.
Din acy =b-(az—cx) rezultd b/acy si cum (a,b)=1(b,c)=1 obtinem
b/y<y=b-b,beN.
Din abz=c-(bx-+ay) rezultd c/abz si cum (a,c)=1(b,c)=1 obtinem
c/lz<>z=c-c,c eN.

Avem: (x*+a®)-(y?*+b%)-(2* +¢*)=(a’a’ +a’)-(b™’ +b?)-(c’c’ +¢) =

=a’b*c? -(af +1)-(bl2 +1)-(012 +1)

care se divide prin a’b*c*

+y _y+tz _ z+

2 a) Avem x4 === 8x = k, de unde rezulta ca:

x+y =4k, y+z=6ksiz+ x = 8k, iar prin adunare membru cu membru
a celor trei egalitati obtinem:
2x + 2y + 2z =18k, decix + y + z = 9k.
Dacax +y+z =9k six +y = 4k, rezultd ca z = 5k.
Dacix+y+z=9ksiy+ z = 6k, rezultd ca x = 3k.
Dacaix+y+z=9ksiz+x =8k, rezultacay = k.
xy+xz+yz 3k?+15k%+5k? _ 23
x2+y2+22  OkZ+k2+25k2 35

.o . axy +bxz+cyz . n
b) Valoarea maxima a raportului YT se obtine cand
x2+y2+z2 ’

b=9c=8a=7
. 7-3k2+9-15k2+8:5k2 _ 196 _ 28
(deoarece xz > yz > xy) si este b e =5 =T
e . + + . n
Valoarea minimi a raportului =%———2~ se obtine cand
x2+y2+z2 ’

Se obtine:

b=1,c=2,a=3 (deoarece xz > yz > xy) si este

3-3k*+1-15k%+2-5k* _ 34
35k2 35 o
3. a) Cautam Ae{A, A, A, A,..} si Be{B,B,,B,,B,,..}, astfel incat
OA=0B < OA =0B, <i-a=k-b. Ludm i=b si k=a. Rezulta OA=0OB=a-b.
b) Cu A si B fixate ca la a), e suficient sa luam de exemplu C e (OX , astfel
incat OC =2-0A si De(OY, astfel incdt OD =2.-0B. Rezulta
AOAD = AOBC (LU L).

4. Senoteaza cu OA = a.

- Din AB = 20A se obtine AB = 2a,0B = OA + AB = 3a;
- B este mijlocul lui [AC] = OC = 5a;

- C este mijlocul lui [BD] = 0D = 7a;



- D este mijlocul lui [BE] = OF = 11a;

- E este mijlocul lui [BF] = OF = 19a.

a) 1. Segmentele ( [AE], [CD]) au acelasi mijloc daca AC = DE <
AC = 0C — OA = 4a;

DE = OE — 0D = 4a

Deci ([AE], [CD]) au acelasi mijloc.

2. Segmentele ([AD], [BC]) au acelasi mijloc dacd AB = CD <
AB = 0B — 0A = 2a

CD =0D—-0C

Deci ([AD], [BC]) au acelasi mijloc.

CF 0C—-0A OB-0A . 0C-0B 0OA

b) BE + AD + EF + DE > oF < o5—08 " op—0a ' or—0r ' 000 =
0F—0l"
OF
S5a—a 3a—a 5a-—3a a 19a — 5a

g

=
11a—3a+7a—a+19a—11a+11a—7a> 11a
4a+2a+2a+a>14a 1+1+1+1>14 4>14
J— R R JR— —_— J— JE— J— _®
8a 6a 8a 4a 1la 2 3 4 4 11 3 11



Barem de corectare

Clasaa Vl-a
Problema 1 Oficiu 1p
bex=a-(bz—cy),(a,b)=1(a,c)=1=x=a-a,a N~ 2p
acy =b-(az—cx),(a,b)=1(b,c)=1=y=b-b,b e N” 2p
abz=c-(bx+ay),(ac)=L(b,c)=1=z=c-c,c, e N’ 2p
(x*+a%)(y? +b*)(2* +¢*) =a’’c® - (a +1)-(b? +1)-(c” +1) 2
Finalizare: a’b’c® divide (X* +a’)-(y* +b%)-(z* +¢?) 1p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
a) Scrie conditia de proportionalitate directa:
xt+ty y+tz z+x 1p
4 6 8
x+y+z=09k. 1p
Determinare x = 3k, y =k, z = 5k 2p
.- . xy+xz+yz _ 3k*+15k?+5k%* _ 23 1p
Finalizare: yTta? okt 35
b) Valoarea maxima a raportului se realizeaza pentru 1p
b =9,c =8,a =7 (deoarece xz > yz > xy)
< .. 7-3k%+9-15k%+8:5k% _ 196 _ 28 1
Calculeaza valoarea maxima: ) = =% P
Valoarea minima a raportului se realizeaza pentru 1
b=1,c=2,a=3 (deoarece xz > yz > xy) P
Calculeazi val .. 33k*+1-15k*+2:5k% 34
alculeaza valoarea minima: 2512 =% 1p

TOTAL 10p



Problema 3 Oficiu 1p
a) OA=OB«<OA =OB, <i-a=k-b. 3p
Luam i=b si k=a.Rezulta OA=0B=a-b 2p
b) Ce(OX, OC=2-0A 1p
De(OY, OD=2-OB 1p
Finalizare: AOAD =AOBC(LU.L). 2p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
Determinare 0B, 0C, 0D, OE, OF 2p
a) Determinare ( [AE], [CD]) au acelasi mijloc 2p
Determinare ([AD], [BC]) au acelasi mijloc 2p
0C—0A OB—-0A 0C—-0B 0OA OF—-0C
b) 0E—OB +o0—04 T or—or T 0r-00 ~ oz 1p
Finalizare 2p
TOTAL 10p



